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Re´sume´ :
Dans leur article [1], L. Gruson et M. Skiti ont de´crit une application birationnelle de la varie´te´ I3 des
instantons de degre´ 3 vers les re´seaux de quadriques de Pˇ3. Ils font ainsi apparaitre deux composantes
du bord de I3 associe´es l’une au diviseur des re´seaux contenant une quadrique de Pˇ3 de´ge´ne´re´e en deux
plans et l’autre au diviseur des re´seaux de Lu¨roth. Dans cet article, on de´crit une composante irre´ductible
du bord de I3 comme le diviseur exceptionnel de l’e´clatement du ferme´ des re´seaux de quadriques forme´
par les quadriques de rang 3.
Abstract :
In their article [1], L. Gruson and M. Skiti have constructed a birationnal map from the variety I3 of
mathematical instantons of degree 3 to the variety of nets of quadrics in Pˇ3. They describe by this
way two irreducible componants of the boundary of I3 associated to the divisor of nets which contain a
two-plane degenerated quadric and the divisor of Lu¨roth nets. In this article we describe an irreducible
componante of the boundary of I3 as the exceptionnal divisor of the blowing-up of the closed set of nets
of quadrics of rank 3.
Remerciements :
Je tiens a` remercier ici mon directeur de the`se Laurent Gruson pour toute l’aide qu’il m’a apporte´e durant
la pre´paration de ce travail.
Introduction :
Soit V un espace vectoriel de dimension 4 sur C, on note P3 l’espace projectif P(V ). Un instanton
de degre´ n, est un e´le´ment de MP3(0, n, 0) (l’espace des modules des faisceaux semi-stables sans torsion
de classes de chern (0, n, 0)) qui est localement libre, stable et qui ve´rifie la proprie´te´ cohomologique
h1E(−2) = 0. On connait toutes les composantes irre´ductibles du bord des instantons de degre´ 1 et 2
(voir par exemple [3] pour le degre´ 1 et [2] pour le degre´ 2). On se propose ici d’e´tudier une composante
irre´ductible du bord de la varie´te´ I3 des instantons de degre´ 3.
L. Gruson et M. Skiti ont montre´ dans [1] que la varie´te´ I3 des instantons de degre´ 3 est birationnelle
a` la varie´te´ R = G(3, S2Vˇ ) (qui parame´trise les sous espace vectoriels de dimension 3 de S2Vˇ ) des
re´seaux de quadriques de Pˇ3. L’ouvert de I3 forme´ par les instantons sans droite trisauteuse s’envoie
birationnellement sur un ouvert R4 de R forme´ par les re´seaux R de quadriques tels que l’application
R⊗V−→Vˇ soit de rang 4.
Cette description leur a permis d’identifier deux composantes irre´ductibles du bord de I3 donne´es
par les hypersurfaces R′ (respectivement R′′) des re´seaux contenant une quadrique de´compose´e en deux
plans (respectivement des re´seaux de Lu¨roth). On va ici de´crire une troisie`me composante du bord. L’ide´e
consiste a` e´clater certaines sous varie´te´s de R afin de pouvoir prolonger le morphisme des re´seaux vers les
faisceaux. On conside`re ainsi la sous varie´te´ F de la Grassmannienne Grass(4,R⊗V ) des quotients de rang
4 de R⊗ V au dessus de R (ou` R est le sous fibre´ tautologique de R) qui ve´rifie le fait que R⊗V−→W
factorise l’application R⊗V−→O ⊗ Vˇ (on a ici note´ W le quotient tautologique de Grass(4,R⊗V )).
Remarquons que pi : F−→R est un isomorphisme au dessus de R4. Notons Ri le localement ferme´ des
re´seaux tels que la fle`che R⊗V
ψ
−→ Vˇ est de rang i et posons Fi = pi
−1(Ri).
Remarque : Le sche´ma F3 est irre´ductible et re´duit. En effet, on a un morphisme de F3 vers G(3, Vˇ )
qui a un quotient W de rang 4 de R ⊗ V associe l’image de la compose´e R ⊗ V−→W−→Vˇ qui est de
dimension 3 car on est dans F3. Mais alors la fibre de ce morphisme au dessus d’un sous espace K de
1
dimension 3 de Vˇ est donne´e par G(3, S2K ⊕ Vˇ ) donc on voit que F3 est donne´ par G(3, S
2K ⊕ Vˇ ) ou`
K est le sous fibre´ tautologique de G(3, Vˇ ). Grace a` cette description, on sait que F3 est irre´ductible et
re´duit.
Proposition : Au voisinage de F3, le morphisme pi : F−→R est l’e´clatement de R3.
De´monstration : Prenons un re´seau R de R3 et plac¸ons nous sur un ouvert affine de R contenant
ce point. On sait alors qu’il existe un mineur 3× 3 de R⊗V−→Vˇ qui est inversible. Ceci signifie que l’on
a un sous fibre´ Q de rang 3 de R⊗V et un sous fibre´ K de Vˇ tels que la restriction de ψ a` Q est un
isomorphisme sur K. On peut alors se placer sur un ouvert affine de R d’anneau A tel que l’application
Q⊗A
ψ
−→ K⊗A est inversible en tout point de Spec(A). On a alors le diagramme suivant de A-modules :
Q
∼
−→ K
↓ ↓
R⊗V
ψ
−→ O ⊗ Vˇ
↓ ↓
A9
ϕ
−→ A
Le ferme´ R3 dans l’ouvert affine Spec(A) est donne´ par le 0
ieme ide´al de Fitting de ϕ c’est a` dire
l’annulation de ϕ. L’e´clatement de ce lieu singulier est alors un sche´ma X au dessus de Spec(A) solution
du proble`me universel suivant : si X ′ est un sche´ma muni d’un morphisme f vers Spec(A) tel que l’image
de f∗ϕ : f∗(A9)−→f∗(A) est un ide´al inversible alors le morphisme de X vers Spec(A) se factorise par
f .
Il reste a` montrer que F au dessus de cet ouvert est e´galement solution de ce proble`me universel.
Or au dessus de Spec(A), le sche´ma F ve´rifie la proprie´te´ universelle suivante : Si X ′ est un sche´ma
muni d’un morphisme f vers Spec(A) et muni d’un module W localement libre de rang 4 tel que f∗ψ :
f∗(R⊗V )−→f∗(O ⊗ Vˇ ) se factorise par W , le morphisme de F vers Spec(A) se factorise par f . Soit un
sche´ma X ′ muni d’un morphisme f vers Spec(A) et tel que l’image de f∗ϕ : f∗(A9)−→f∗(A) est un ide´al
inversible I, on construit alors un module localement libre de rang quatre W tel que f∗ψ se factorise par
W . En effet, il suffit de poser W = f∗Q ⊕ I qui est localement libre de rang 4 et on a une application
f∗(R⊗V )−→W qui factorise le morphisme f∗ψ. La proprie´te´ universelle de F au dessus de Spec(A) nous
permet alors de dire que l’on a une application de F vers X ′ ce qui nous donne le re´sultat.
Remarque : M. Skiti, dans un travail en pre´paration montre qu’au voisinage de F2, le morphisme
pi est l’e´clatement de R2. Il en de´duit une description de la sous varie´te´ (note´e I
1
3
) de I3 des instantons
ayant une droite trisauteuse. L’application birationnelle de R dans I3 s’e´tend a` F de telle sorte qu’elle
devienne un isomorphisme sur un voisinage de F2 dans F. Elle identifie F2 et I
1
3. Ceci permet de de´crire
I1
3
comme l’e´clatement de R2 dans R. On va faire la meˆme construction avec F3.
On e´tudie la sous varie´te´ ∂I3 de MP3(0, 3, 0) forme´e par les faisceaux sans torsion non localement
libres dont le bidual est un instanton de degre´ 1 et tels que le conoyau de l’injection canonique dans ce
bidual est une the´ta-caracte´ristique (de´cale´e de 2) sur une conique lisse. Les faisceaux E de cette famille
sont donc donne´s par les noyaux de surjections E′′−→θ(2) ou` E′′ est un instanton de degre´ 1 et θ est une
the´ta-caracte´ristique sur une conique lisse. Cette famille est irre´ductible de dimension 20. Sur un ouvert
de ∂I3, les faisceaux E ont une cohomologie naturelle.
Sur l’ouvert U de MP3(0, 3, 0) forme´ par les faisceaux a` cohomologie naturelle (donc minimale), on
sait de´finir un morphisme vers F. Si E est un tel faisceau, alors on a les e´galite´s h1E(−1) = 3, h1E = 4
et h1E(1) = 1. Ainsi, on de´finit un premier morphisme f0 vers R qui prolonge celui de [1] en associant a`
E le re´seau H1E(−1)−→H1E(1)⊗S2Vˇ . Au dessus de ce re´seau, on associe a` E un quotient de rang 4 de
R⊗V donne´ par H1E(−1)⊗V−→H1E qui nous donne le morphisme f souhaite´. Ce morphisme est ainsi
de´fini sur l’ouvert ∂U de ∂I3 forme´ par les faisceaux a` cohomologie naturelle.
Il existe sur un ouvert de R (et donc sur un ouvert de F) un morphisme g re´ciproque (voir [1]). On
va le prolonger a` un ouvert de F3.
Proposition : Le morphisme f restreint a` ∂U est a` valeurs dans F3 et est dominant sur F3. De plus
sur son image, on de´finit une re´ciproque g a` f .
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De´monstration : On commence par montrer que sur l’image de ∂U on sait de´finir une re´ciproque
a` f . En effet, la re´ciproque est donne´e de la fac¸on suivante : soit R le re´seau et W le quotient de R⊗V .
Les applications line´aires R⊗V →W et W → Vˇ nous donnent un complexe :
R⊗Ω2(2)−→W⊗Ω1(1)−→OP3
et la cohomologie au centre (de´cale´e de 1) de ce complexe nous donne le faisceau recherche´. En effet, si le
re´seau R et le quotient W sont assez ge´ne´raux, le faisceau ainsi obtenu est dansMP3(0, 3, 0). Soit E dans
∂U, la suite spectrale de Beilinson nous dit que le faisceau E(1) est la cohomologie du complexe pre´ce´dent
si on prend R = H1E(−1), W = H1E et que l’on identifie H1E(1) a` C. Les applications line´aires sont
les multiplications du module de Rao de E. Ainsi, sur l’image de ∂U par f on a une re´ciproque g qui
prolonge le morphisme de´fini sur R.
Montrons maintenant que cette image est contenue dans F3. Pour ceci, il suffit de voir que le re´seau as-
socie´, qui est H1E(−1)−→H1E(1)⊗S2Vˇ est tel que l’applicationH1E(−1)⊗V−→H1E(1)⊗Vˇ est de rang
trois. Cette application se de´compose en deux applications : H1E(−1)⊗V−→H1E qui est ge´ne´riquement
surjective et H1E−→H1E(1)⊗Vˇ . Mais si notre faisceau est donne´ par la suite exacte
0−→E−→E′′−→θ(2)−→0
alors H1E s’identifie a` H0θ(2) et H1E(1) est un quotient de rang 1 de H0θ(3). La multiplication du
module de Rao est donc nulle pour l’e´le´ment H de V qui de´finit le plan de la conique. Ainsi l’ap-
plication H1E → H1E(1)⊗Vˇ est de rang trois et a pour image (V/H )ˇ. Par conse´quent l’application
H1E(−1)⊗V−→H1E(1)⊗Vˇ est aussi de rang trois car H1E(−1)⊗V−→H1E est surjective.
On sait maintenant que f a un morphisme re´ciproque sur f(∂U) qui est contenu dans F3. On sait
donc de´ja` que l’image de ∂U est de dimension 20. Mais alors, comme F3 est re´duit irre´ductible et que sa
dimension est aussi 20, on sait que f(∂U) contient un ouvert de F3 et f |∂U est donc dominant sur F3.
Corollaire : Le prolongement de g est birationnel au voisinage de F3. Dans la description de I3 avec
les re´seaux, la varie´te´ ∂I3 est donc le diviseur exceptionnel de l’e´clatement de R3 dans R. La famille ∂I3
forme une composante irre´ductible du bord de I3.
De´monstration : On a vu que g est de´fini sur f(∂U) qui contient un ouvert de F3. Ainsi, sur un
voisinage (dans F) de cet ouvert, le morphisme g est bien un morphisme re´ciproque a` f . Le morphisme
g est bien birationnel au voisinage de F3.
De plus, on a vu que F−→R est l’e´clatement de R3 au voisinage de F3 donc g identifie cette situation
a` celle de I3 et ∂I3. On voit donc que ∂I3 est adhe´rente a` I3 et que dans la description de I3 avec
les re´seaux, la varie´te´ ∂I3 est le diviseur exceptionnel de l’e´clatement de R3 dans R et forme donc une
composante irre´ductible du bord de I3.
Remarque : On sait de´crire les e´le´ments de saut d’un faisceau E de ∂I3.
Les plans instables forment une courbe dans Pˇ3 de degre´ 6 et de genre 3 ayant un point triple au
point correspondant au plan de la conique et dont la courbe des trise´cantes est trace´es sur le complexe
de droites associe´ au bidual.
Les droites bisauteuses forment une courbe de degre´ 8 et de genre 3 de la Grassmannienne qui est
re´union d’une quintique rationnelle trace´e sur le complexe de droites de´fini par le bidual et d’une cubique
trace´e dans le (β)-plan des droites du plan de la conique.
Il y a un lien entre ces deux courbes de saut. Les droites bisauteuses sont les trise´cantes a` la courbe
des plans instables. Re´ciproquement, la courbe des plans instables forme le lieu triple de la surface re´gle´e
de´crite par les droites bisauteuses.
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